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Clasa a Xl-a
Barem de notare si evaluare
Problema 1 (22 de puncte)

Fie neN". Calculati:

a) lim {\/100n2 +19n +1};

N—o0

b) L= lim %(Hij(ul)(uijm(u 2n+3 j
n—on 1-3 2.4 3.5 n(n+2)

Solutie

a) 10n <100n% +19n +1<10n+1= [\/100n2 +19n +1} 20N ©ee e 4p

100n2 +19n +1-100n2

\100n2 +19n +1 +10n

{\/100n2 +19n +1} =/100n% +19n+1—10n =

1
19n+1 B+
= = = C ettt eeereeeeEeeeeeeneeeeeeant—e—ee e i ———eeaan—rraeennrrreeaans m
n2(100+%2+ L 4100 100+ + = 410
n n2 n n

lim {\/100n2 +19n +1} =% ................................................................................... 3p

n—o0

2k+3  k®+4k+3  (k+1)(k+3)

b) 1+ S o e 3p
k(k+2) k(k+2) k(k +2)

Deci

%(“ixhlj(“ij‘" 1, 2n+3)_3 243546 (n+h)(n+3) _(n+)(n+3)

n 1-3 2.4 3.5 n(n+2)) n? 1-3 2-4 3.5 n(n+2) n2

L o o 5p
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Problema 2 (22 de puncte)

a) Fie Ae 14 (R) astfel incat det(A>+7-1,)=0. Calculati det(A?—3A+7-1,]).
2 2

b) Fie A Be.1#(R) astfel incat BA* =1, +B . Aratati cd AB=BA.
Solutie.

8) det( A% +7-1)=0=>det( A+iN7-1)det( A=iNT 1) =0 oo 4p
Fie d =detAt=TrA.

Deoarece det(A—iﬁ-lz)zd—iﬁt—7=o:>d=7,t=0 ................................................. 7p
Din ecuatia Cayley- Hamilton avem A% —(TrA)- A+(detA)-1, =0, = A +71,=0,

AtUNCi det( A2 ~3A+ 715 ) =det(-8A) =63 ......ovoiivriiiiii s 3P

b) Din BA* =1, +B avem B(A4—In):ln:>B_1:A4—ln (1) e, 3p

Din BA*=1,+B mai obtinem BA°=A+BA si ABA*=A+AB, de unde obtinem ci
BA® — ABA® = BA— AB = (BA- AB)(A* - I} =0,

Folosind relatia (1) se obtine ¢ (BA—AB)B ™' =0, =BA-AB=0, = AB=BA ................... 5p

Problema 3 (23 de puncte)

2026

n

Fie sirul (x,) ., astfel incat x, =-2,X,,3 =X, + ,Vn>1. Calculati:

a) lim x,.
N—o0

X
b) lim .
n—w /N

Solutie.
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) Observam i (X ), oq C(790,0) .uuviiinniiiiiiiiiii it 3p
Cum xp,q — X, <0, obtinem €& (X, ) ., €St€ AESCIESCALOT. ...vvivviiuiiiiiiieiii s 3p

Presupunem ca (x, )n>1 este marginit inferior, deci este convergent. Trecand la limita in relatia de

recurentd, nu avem solutie, deCi liM X, = =00 ..cocciiiiiiiiiiiii i 4p
n—
x, )V %2
D) Fie SITUL Y = o | = e ettt bbbttt bbb e e 3
) Fiesirul y, ( Jﬁj . p
_— I : . 2026
Aplicand criteriul Stolz-Cesaro, avem lim y, = lim | 4052+ —— [ =4052 ..........coconiiniiiiiniiniinnnnn, 7p
N—0 N—o0 Xn
Obinem CA 1M — [y, = V4052 ...ttt 3p
N—0
Problema 4 (23 de puncte)

Aratati cd pentru orice matrice ABe A4 (R) cu det(A-B)#0 este verificatd egalitatea

A(A-B)'B=B(A-B)"A.

V. Pop
Solutie.
o . . . -1 ) 1\ 1 1 1)1
Daci A B sunt inversabile, atunci A(A-B) B=(B (A-B)A ) :(B -A ) ..................... 3p
-1 1 1\t 1 )\t < :
lar B(A-B) A=(A (A-B)B ) :(B -A ) , de unde rezulta concluzia.......................... 6p

Daca A sau B sunt neinvershile

consideram A, =A-«l,,B, =B-al,, deci A, -B,=A-B

Ny e I e B T e 3p
Ecuatiile detA, =0 si detB, =0 au numar finit de radacini, deci exista un interval (0,a) astfel ncat
detA, =0 si detB, #0,deci A,,B, suntinversabile...............cooviiiiiiiiiiiiiiiii e 4p
Din primul caz, avem ca A, (A- B)_1 B, =B, (A- B)_1 A, Vae(0,a) i 4p
Trecand la limitd cu « — 0, obtinem conCluzZia.............ooiiiiii i e, 3p

Se acorda 10 puncte din oficiu.
Orice alta varianta corecti de rezolvare se puncteazi corespunzator.
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